
1.    ݐ ൌ tan
ଵ

ଶ
 ݔ

ௗ௧

ௗ௫
ൌ

ଵ

ଶ
secଶ

ଵ

ଶ
ݔ ൌ

ଵ

ଶ
ቀ1  tanଶ

ଵ

ଶ
ቁݔ ൌ

ଵ

ଶ
ሺ1   ଶሻݐ   (*)  M1  ܋܍ܛ  M1    ܖ܉ܜ  

sin ݔ ൌ 2 sin
1
2
ݔ cos

1
2
ݔ ൌ 2

sin
1
2 ݔ

cos
1
2 ݔ

cosଶ
1
2
ݔ ൌ 2 tan

1
2
ݔ

1

secଶ
1
2 ݔ

 

ൌ 2 tan
1
2
ݔ

1

ቀ1  tanଶ
1
2 ቁݔ

ൌ
ݐ2

1  ଶݐ
 

          (*)  M1  ܖܑܛ  M1  ܛܗ܋ ൌ  ⁄܋܍ܛ   A1  both correct  (5) 

න
1

1  ܽ sin ݔ
ݔ݀		 ൌ න

1

1  ܽ
ݐ2

1  ଶݐ
	

1
1
2 ሺ1  ଶሻݐ

ݐ݀	 ൌ 2න
1

1  ݐ2ܽ  ଶݐ
ݐ݀

ଵ



ଵ



ଵ
ଶగ


 

  M1  full substitution for x, and dx  A1  fully simplified (condone incorrect limits) 

ൌ 2න
1

ሺ1 െ ܽଶሻ  ሺݐ  ܽሻଶ
ݐ݀

ଵ


 

Using  ݐ  ܽ ൌ √1 െ ܽଶ tan    , ݑ
ௗ௧

ௗ௨
ൌ √1 െ ܽଶ secଶ  ,  ݑ

so   

න
1

1  ܽ sin ݔ
ݔ݀		 ൌ 2

ଵ
ଶగ


න

1
ሺ1 െ ܽଶሻ  ሺ1 െ ܽଶሻ tanଶ ݑ

ඥ1 െ ܽଶ secଶ ݑ 	ݑ݀	
୲ୟ୬షభ

ଵା
√ଵିమ

୲ୟ୬షభ


√ଵିమ

 

      M1  full substitution including limits 

ൌ 2න
1

√1 െ ܽଶ
ݑ݀	 ൌ

2

√1 െ ܽଶ

୲ୟ୬షభ
ଵା
√ଵିమ

୲ୟ୬షభ


√ଵିమ

	ሾݑሿ
୲ୟ୬షభ


√ଵିమ

୲ୟ୬షభ
ଵା
√ଵିమ  

or alternatively  2
ଵ

ሺଵିమሻାሺ௧ାሻమ
ݐ݀ ൌ 2 ቂ

ଵ

√ଵିమ
tanିଵ

௧ା

√ଵିమ
ቃ


ଵଵ
  , or using a substitution for  ݐ  ܽ 

ൌ
2

√1 െ ܽଶ
	൬tanିଵ

1  ܽ

√1 െ ܽଶ
െ	tanିଵ

ܽ

√1 െ ܽଶ
൰ 

M1  integration and evaluation  A1 

ൌ
2

√1 െ ܽଶ
tanିଵ ൬tan 	൬tanିଵ

1  ܽ

√1 െ ܽଶ
െ	tanିଵ

ܽ

√1 െ ܽଶ
൰൰ 

ൌ
2

√1 െ ܽଶ
	tanିଵ ൮

1  ܽ
√1 െ ܽଶ

െ
ܽ

√1 െ ܽଶ

1 
1  ܽ
√1 െ ܽଶ

ܽ
√1 െ ܽଶ

൲ 



M1 correct use of compound angle formula 

ൌ
2

√1 െ ܽଶ
tanିଵ ൮

1
√1 െ ܽଶ

1 
ܽ  ܽଶ
1 െ ܽଶ

൲ 

ൌ
2

√1 െ ܽଶ
tanିଵ ቆ

√1 െ ܽଶ

1  ܽ
ቇ ൌ

2

√1 െ ܽଶ
tanିଵ ൭

ඥሺ1 െ ܽሻሺ1  ܽሻ

1  ܽ
൱ ൌ 	

2

√1 െ ܽଶ
	tanିଵ

√1 െ ܽ

√1  ܽ
 

(*)  A1                      (7) 

ାଵܫ  ܫ2 ൌ න
sinାଵ ݔ  2 sin ݔ

2  sin ݔ

ଵ
ଶగ


ݔ݀ ൌ න

sin ݔ ሺsin ݔ  2ሻ

2  sin ݔ
ݔ݀	 ൌ න sin ݔ ݔ݀

ଵ
ଶగ



ଵ
ଶగ


 

                  B1 

ଷܫ  ଶܫ2 ൌ න sinଶ ݔ ݔ݀

ଵ
ଶగ


ൌ න

1 െ cos ݔ2
2

ଵ
ଶగ


ݔ݀ ൌ 	 

1
2
ݔ െ

1
4
sin ൨ݔ2



ଵ
ଶగ

ൌ
1
4
 ߨ

        M1  using cos 2x correctly      A1 

ଶܫ  ଵܫ2 ൌ න sin ݔ ݔ݀ ൌ ሾെ cos ሿݔ

ଵ
ଶగ

ଵ
ଶగ


ൌ 1 

ଵܫ  ܫ2 ൌ න ݔ݀	1

ଵ
ଶగ


ൌ ሾݔሿ

ଵ
ଶగ ൌ

1
2
 ߨ

          B1  for getting both 

ܫ ൌ න
1

2  sin ݔ
ݔ݀	 ൌ

1
2
න

1

1 
1
2 sin ݔ

ݔ݀	 ൌ 	
1
2
	

2

ට1 െ
1
4

	tanିଵ
ට1 െ

1
2

ට1 
1
2

ൌ
2

√3
	
ߨ
6

ଵ
ଶగ


ൌ

ߨ

3√3

ଵ
ଶగ


 

        M1  to use previous part        A1 

ଷܫ ൌ
1
4
ߨ െ 2൭1 െ 2 ൬

1
2
ߨ െ 2

ߨ

3√3
൰൱ ൌ

1
4
ߨ െ 2  ߨ2 െ

ߨ8

3√3
ൌ ൬

9
4
െ

8

3√3
൰ ߨ െ 2 

    M1 combining all        A1      (8) 

 

 

   



ݕ     .2 ൌ
ୱ୧୬షభ ௫

√ଵି௫మ
 

√1 െ ݕ	ଶݔ ൌ sinିଵ   ݔ

√1 െ ଶݔ 	
ௗ௬

ௗ௫
െ

௫

√ଵି௫మ
ݕ	 ൌ 	

ଵ

√ଵି௫మ
  

ሺ1 െ ଶሻݔ
ௗ௬

ௗ௫
െ ݕݔ ൌ 1     (*) 

M1  A1  for use of product rule    M1  A1 algebraic simplification    (4) 

Alternatively, 

ݕ ൌ
ୱ୧୬షభ ௫

√ଵି௫మ
  

ௗ௬

ௗ௫
ൌ

√ଵି௫మ
భ

ඥభషೣమ
ିୱ୧୬షభ ௫

షೣ

ඥభషೣమ

ଵି௫మ
     M1  A1  for quotient rule 

ൌ
ଵା௫

౩షభ ೣ

ඥభషೣమ

ଵି௫మ
ൌ

ଵା௫௬

ଵି௫మ
   M1  A1 algebraic simplification    (4) 

Alternatively, 

ݕ ൌ
ୱ୧୬షభ ௫

√ଵି௫మ
ൌ sinିଵ ݔ 	ሺ1 െ ଶሻିݔ

భ
మ  

ௗ௬

ௗ௫
ൌ

ଵ

√ଵି௫మ
	ሺ1 െ ଶሻିݔ

భ
మ  sinିଵ ݔ ሺ1ݔ	 െ ଶሻିݔ

య
మ   M1  A1  for use of product rule 

then M1  A1 algebraic simplification as before to obtain required result    (4) 

 

Suppose   ሺ1 െ ଶሻݔ
ௗೖశమ௬

ௗ௫ೖశమ
െ ሺ2݇  3ሻݔ

ௗೖశభ௬

ௗ௫ೖశభ
െ ሺ݇  1ሻଶ 	

ௗೖ௬

ௗ௫ೖ
ൌ 0  for some particular positive 

integer k  E1 

Then   ሺ1 െ ଶሻݔ
ௗೖశయ௬

ௗ௫ೖశయ
െ ݔ2

ௗೖశమ௬

ௗ௫ೖశమ
െ ሺ2݇  3ሻݔ

ௗೖశమ௬

ௗ௫ೖశమ
െ ሺ2݇  3ሻ

ௗೖశభ௬

ௗ௫ೖశభ
െ ሺ݇  1ሻଶ 	

ௗೖశభ௬

ௗ௫ೖశభ
ൌ 0 

ሺ1 െ ଶሻݔ
ௗೖశయ௬

ௗ௫ೖశయ
െ ሺ2݇  5ሻݔ

ௗೖశమ௬

ௗ௫ೖశమ
െ ሺ݇ଶ  4݇  4ሻ

ௗೖశభ௬

ௗ௫ೖశభ
ൌ 0  

ሺ1 െ ଶሻݔ
ௗೖశయ௬

ௗ௫ೖశయ
െ ሺ2ሺ݇  1ሻ  3ሻݔ

ௗೖశమ௬

ௗ௫ೖశమ
െ ൫ሺ݇  1ሻ  1൯

ଶ ௗೖశభ௬

ௗ௫ೖశభ
ൌ 0  

Which is the required result for k+1    M1  A1 

As   ሺ1 െ ଶሻݔ
ௗ௬

ௗ௫
െ ݕݔ ൌ 1 

ሺ1 െ ଶሻݔ
ௗమ௬

ௗ௫మ
െ ݔ2

ௗ௬

ௗ௫
െ ݔ

ௗ௬

ௗ௫
െ ݕ ൌ 0     M1 

ሺ1 െ ଶሻݔ
ௗమ௬

ௗ௫మ
െ ݔ3

ௗ௬

ௗ௫
െ ݕ ൌ 0   which is the result for ݊ ൌ 0    A1 



Hence, by PMI,  the result is true for non‐negative integer n, and thus for positive integer n. E1  (6) 

or   ሺ1 െ ଶሻݔ
ௗయ௬

ௗ௫య
െ ݔ2

ௗ௬

ௗ௫
െ ݔ3

ௗ௬

ௗ௫
െ 3

ௗ௬

ௗ௫
െ

ௗ௬

ௗ௫
ൌ 0   which is the result for ݊ ൌ 1  case 

 

Alternatively,  ሺ1 െ ଶሻݔ
ௗ௬

ௗ௫
െ ݕݔ ൌ 1 , 

Differentiating  n+1 times by Leibnitz 

ሺ1 െ ଶሻݔ
ௗశమ௬

ௗ௫శమ
 ሺ݊  1ሻሺെ2ݔሻ

ௗశభ௬

ௗ௫శభ


ሺାଵሻ

ଶ
	ሺെ2ሻ

ௗ௬

ௗ௫
െ ݔ

ௗశభ௬

ௗ௫శభ
 ሺ݊  1ሻሺെ1ሻ

ௗ௬

ௗ௫
ൌ 0  M1 A4 

so  ሺ1 െ ଶሻݔ
ௗశమ௬

ௗ௫శమ
െ ሺ2݊  3ሻݔ

ௗశభ௬

ௗ௫శభ
െ ሺ݊  1ሻଶ 	

ௗ௬

ௗ௫
ൌ 0   A1 

 

ݕ ൌ ሺ0ሻݕ  ᇱሺ0ሻݕݔ 
௫మ

ଶ
ᇱᇱሺ0ሻݕ 

௫య

ଷ!
ᇱᇱᇱሺ0ሻݕ  ⋯  

ሺ0ሻݕ ൌ
ୱ୧୬షభ 

√ଵିమ
ൌ 0   ,  ሺ1 െ 0ଶሻݕ′ሺ0ሻ െ ሺ0ሻݕ0 ൌ 1  so ݕᇱሺ0ሻ ൌ 1   M1 

ሺ1 െ 0ଶሻݕ′′ሺ0ሻ െ ሺ0ሻ′ݕ3.0 െ ሺ0ሻݕ ൌ 0   so  ݕ′′ሺ0ሻ ൌ 0      M1 

ሺ1 െ 0ଶሻݕ′′′ሺ0ሻ െ ሺ0ሻ′′ݕ5.0 െ ሺ0ሻ′ݕ4 ൌ 0   so  ݕ′′′ሺ0ሻ ൌ 2ଶ 

Similarly  ݕ′′′′ሺ0ሻ ൌ ሺ0ሻ′′′′′ݕ  , 0 ൌ 4ଶ2ଶ 

So in general   ݕሺଶሻሺ0ሻ ൌ 0    A1  and  ݕሺଶାଵሻሺ0ሻ ൌ 2ଶሺݎ!ሻଶ    A1 

Thus, in the Maclaurin series, the general term for even powers of x is zero, and for odd powers of x 

is  2ଶሺݎ!ሻଶ
௫మೝశభ

ሺଶାଵሻ!
ൌ

ଶమೝሺ!ሻమ

ሺଶାଵሻ!
  ଶାଵ   or alternativelyݔ	

ଶషభ൬ቀ
షభ
మ
ቁ!൰

మ

!
     M1 A1   (6)ݔ	

 

ݕ ൌ 0  ݔ  0 
ଶమ

ଷ!
ଷݔ  0 

ସమଶమ

ହ!
ହݔ  0 ⋯  

௬

௫
ൌ 1 

ଶమ

ଷ!
ଶݔ 

ସమଶమ

ହ!
ସݔ  ⋯     M1 

So if   ݔ ൌ
ଵ

ଶ
  ,   M1      ݕ ൌ

ୱ୧୬షభ
భ
మ

ටଵି
భ
ర

	ൌ
ଶ

√ଷ
	
గ


ൌ

గ

ଷ√ଷ
     A1  and thus 

ଶగ

ଷ√ଷ
ൌ 1 

ଵ

ଷ!


ଶమ

ହ!
ସݔ 

ଷమଶమ

!
 ⋯

మ…	ଷమଶమ

ሺଶାଵሻ!
 ⋯   A1    (4) 

 

   



.     .3 ∑  ൌ
ସ
ୀଵ . 0 ൌ 0    M1 

So  .   .   .   .  ൌ 0 

By symmetry,  .  ൌ .  ൌ .    where  ݅ ് ݆, ݅ ് ݇, ݅ ് ݈  M1 and  .  ൌ 1  B1 

So  1  .3  ൌ 0 , and thus   .  ൌ െ
ଵ

ଷ
  (*) A1          (4) 

ሺ݅ሻ			∑ ሺܺ ܲሻଶ ൌ	
ସ
ୀଵ ∑ ሺ െ .ሻݔ ሺ െ ሻݔ ൌ ∑ ሺ.  െ .ݔ2   .ݔ ሻݔ ൌ ∑ ሺ1 െ .ݔ2   1ሻସ

ୀଵ
ସ
ୀଵ

ସ
ୀଵ   

          M1        A1 

ൌ ∑ ሺ2 െ .ݔ2 ሻ ൌ 8 െ .ݔ2 ∑  ൌ 8 െ .ݔ2 0 ൌ 8ସ
ୀଵ

ସ
ୀଵ   

        M1      (*) A1        (4) 

(ii)   ଵ. ଶ ൌ െ
ଵ

ଷ
   so    0. ܽ  0.0  1. ܾ ൌ െ

ଵ

ଷ
   and thus   ܾ ൌ െ

ଵ

ଷ
    

.ଶ ଶ ൌ 1    so   ܽ. ܽ  0.0  ܾ. ܾ ൌ 1  and thus   ܽଶ 
ଵ

ଽ
ൌ 1 ,  ܽଶ ൌ

଼

ଽ
  ,   ܽ ൌ േ

ଶ√ଶ

ଷ
  and as a is 

positive,   ܽ ൌ
ଶ√ଶ

ଷ
        (*) M1 A1  

If   ଷܲ ൌ ሺܿ, ݀, ݁ሻ  and    ସܲ ൌ ሺ݂, ݃, ݄ሻ  , as   ଵ.  ൌ െ
ଵ

ଷ
  for  ݆ ് 1 ,  ݁ ൌ ݄ ൌ െ

ଵ

ଷ
    B1 

As  ଶ. ଷ ൌ െ
ଵ

ଷ
 ,  

ଶ√ଶ

ଷ
. ܿ  0. ݀  െ

ଵ

ଷ
. െ

ଵ

ଷ
ൌ െ

ଵ

ଷ
 ,  

ଶ√ଶ

ଷ
. ܿ ൌ െ

ସ

ଽ
  , ܿ ൌ െ√ଶ

ଷ
  

But  ଷ. ଷ ൌ 1  so   ܿଶ  ݀ଶ  ݁ଶ ൌ 1 , i.e.   
ଶ

ଽ
 ݀ଶ 

ଵ

ଽ
ൌ 1 ,  ݀ ൌ േ√ଶ

√ଷ
    M1 A1(c) A1(d) 

So   ଷܲ, ସܲ ൌ ቀെ √ଶ

ଷ
, േ √ଶ

√ଷ
, െ

ଵ

ଷ
ቁ                (6) 

(iii)   ሺ݅ሻ		∑ ሺܺ ܲሻସ ൌ	
ସ
ୀଵ ∑ ൫ሺ െ .ሻݔ ሺ െ ሻ൯ݔ

ଶସ
ୀଵ ൌ ∑ ሺ2 െ .ݔ2 ሻଶ

ସ
ୀଵ ൌ 4∑ ሺ1 െ .ݔ ሻଶ

ସ
ୀଵ  

          M1      A1 

ൌ 4∑ ሺ1 െ .ݔ2   ሺݔ. ሻଶሻ
ସ
ୀଵ ൌ 16 െ .ݔ8 ∑   4∑ ሺݔ. ሻଶ

ସ
ୀଵ

ସ
ୀଵ      M1 

ൌ 16 െ 0  4ቆݖଶ  ቀଶ√ଶ
ଷ
ݔ െ

ଵ

ଷ
ቁݖ

ଶ
 ቀെ√ଶ

ଷ
ݔ  √ଶ

√ଷ
ݕ െ

ଵ

ଷ
ቁݖ

ଶ
 ቀെ√ଶ

ଷ
ݔ െ √ଶ

√ଷ
ݕ െ

ଵ

ଷ
ቁݖ

ଶ
ቇ  M1 

ൌ 16  4 ቀ
ସ

ଷ
ଶݔ 

ସ

ଷ
ଶݕ 

ସ

ଷ
ଶቁݖ ൌ

ସ

ଷ
   which is independent of the position of X. 

                     A1                 A1 (actual value not required, merely independence so may stop 

with unsimplified result)                 (6) 

     

   



4.   ൫ݖ െ ݁ఏ൯൫ݖ െ ݁ିఏ൯ ൌ ଶݖ െ ൫݁ఏݖ  ݁ିఏ൯  1 ൌ ଶݖ െ ሺcosݖ ߠ  ݅ sin ߠ  cos ߠ െ ݅ sin ሻߠ  1 

    M1        M1 

ൌ ଶݖ െ ݖ2 cos ߠ  1   (*) A1                (3) 

If  ݁ఏ  is a 2nth root of  െ1  then  ݁ଶఏ ൌ െ1 ൌ ݁గାଶగ  where  െ݊  ݉  ݊ െ 1 

Therefore  ߠ ൌ
ଶାଵ

ଶ
and so the roots are  ݁  ߨ

మశభ
మ

గ ,  െ݊  ݉  ݊ െ 1  B1, B1  (2) 

The factors of   ݖଶ  1  are ቀݖ െ ݁
మశభ
మ

గቁ  ,   െ݊  ݉  ݊ െ 1    M1 

So  ݖଶ  1 ൌ ቀݖ െ ݁
భ
మ
గቁ ቀݖ െ ݁ି

భ
మ
గቁ ቀݖ െ ݁

య
మ
గቁ ቀݖ െ ݁ି

య
మ
గቁ⋯ቀݖ െ ݁

మషభ
మ

గቁ ቀݖ െ ݁ି
మషభ
మ

గቁ

  M1 

ൌ ቀݖଶ െ ݖ2 cos
ଵ

ଶ
ߨ  1ቁ ቀݖଶ െ ݖ2 cos

ଷ

ଶ
ߨ  1ቁ⋯ቀݖଶ െ ݖ2 cos

ଶିଵ

ଶ
ߨ  1ቁ  

ൌ ∏ ቀݖଶ െ ݖ2 cos
ଶିଵ

ଶ
ߨ  1ቁ

ୀଵ   (*) A1            (3) 

(i)   If   ݖ ൌ ݅  and n is even,   ݖଶ  1 ൌ 1  1 ൌ 2    B1    and 

  

ෑ൬ݖଶ െ ݖ2 cos
2݇ െ 1
2݊

ߨ  1൰



ୀଵ

ൌෑ൬െ2݅ cos
2݇ െ 1
2݊

൰ߨ



ୀଵ

ൌ ሺെ2݅ሻෑ൬cos
2݇ െ 1
2݊

൰ߨ



ୀଵ

 

                        B1 

ൌ ሺെ1ሻ2ሺെ1ሻ

మ 	cos

గ

ଶ
cos

ଷగ

ଶ
cos

ହగ

ଶ
	⋯ cos

ଶିଵ

ଶ
  ߨ M1 

i.e.   cos
గ

ଶ
cos

ଷగ

ଶ
cos

ହగ

ଶ
	⋯ cos

ଶିଵ

ଶ
ߨ ൌ ሺെ1ሻ


మ2ଵି  (*) A1        (4) 

(ii)   

1  ଶݖ ൌෑ൬ݖଶ െ ݖ2 cos
2݇ െ 1
2݊

ߨ  1൰



ୀଵ

 

But   1  ଶݖ ൌ ሺ1  ଶሻሺ1ݖ െ ଶݖ  ସݖ െ ⋯  .ଶିଶሻ  if n is oddݖ

So   ሺ1  ଶሻሺ1ݖ െ ଶݖ  ସݖ െ⋯ ଶିଶሻݖ ൌ ቀݖଶ െ ݖ2 cos
ଵ

ଶ
ߨ  1ቁ ቀݖଶ െ ݖ2 cos

ଷ

ଶ
ߨ  1ቁ⋯ቀݖଶ െ

ݖ2 cos
ିଶ

ଶ
ߨ  1ቁ ቀݖଶ െ ݖ2 cos



ଶ
ߨ  1ቁ ቀݖଶ െ ݖ2 cos

ାଶ

ଶ
ߨ  1ቁ⋯ቀݖଶ െ ݖ2 cos

ଶିଵ

ଶ
ߨ  1ቁ 

         this term    ൌ ଶݖ  1  B1 

Thus   ሺ1 െ ଶݖ  ସݖ െ ⋯ ଶିଶሻݖ ൌ ቀݖଶ െ ݖ2 cos
ଵ

ଶ
ߨ  1ቁ ቀݖଶ െ ݖ2 cos

ଷ

ଶ
ߨ  1ቁ⋯ቀݖଶ െ

ݖ2 cos
ିଶ

ଶ
ߨ  1ቁ ቀݖଶ െ ݖ2 cos

ାଶ

ଶ
ߨ  1ቁ⋯ቀݖଶ െ ݖ2 cos

ଶିଵ

ଶ
ߨ  1ቁ 



If   ݖ ൌ ݅  and n is odd, 

  1 െ ଶݖ  ସݖ െ⋯ 	ଶିଶݖ ൌ 1 െ ݅ଶ  ݅ସ െ ⋯ ݅ଶିଶ	 ൌ 1  1 ⋯ ሺെ1ሻିଵ ൌ ݊  B1 

and   

ቀݖଶ െ ݖ2 cos
ଵ

ଶ
ߨ  1ቁ ቀݖଶ െ ݖ2 cos

ଷ

ଶ
ߨ  1ቁ⋯ቀݖଶ െ ݖ2 cos

ିଶ

ଶ
ߨ  1ቁ ቀݖଶ െ ݖ2 cos

ାଶ

ଶ
ߨ 

1ቁ⋯ቀݖଶ െ ݖ2 cos
ଶିଵ

ଶ
ߨ  1ቁ 

ൌ ቀെ2݅ cos
ଵ

ଶ
ቁߨ ቀെ2݅ cos

ଷ

ଶ
ቁ⋯ቀെ2݅ߨ cos

ିଶ

ଶ
ቁߨ ቀെ2݅ cos

ାଶ

ଶ
ቁ⋯ቀെ2݅ߨ cos

ଶିଵ

ଶ
  ቁߨ M1 

ൌ ሺെ2݅ሻ	ିଵ ቀcos
ଵ

ଶ
ቁߨ ቀcos

ଷ

ଶ
ቁ⋯ቀcosߨ

ିଶ

ଶ
ቁߨ ቀെ cos

ିଶ

ଶ
ቁ⋯ቀെcosߨ

ଵ

ଶ
  ቁߨ     M1 

ൌ ሺെ2݅ሻ	ିଵሺെ1ሻ
షభ
మ ቀcos

ଵ

ଶ
ቁߨ

ଶ
ቀcos

ଷ

ଶ
ቁߨ

ଶ
⋯ቀcos

ିଶ

ଶ
ቁߨ

ଶ
           A1 

ൌ ሺെ1ሻିଵ2ିଵሺെ1ሻ
షభ
మ ሺെ1ሻ

షభ
మ ቀcos

ଵ

ଶ
ቁߨ

ଶ
ቀcos

ଷ

ଶ
ቁߨ

ଶ
⋯ቀcos

ିଶ

ଶ
ቁߨ

ଶ
       A1 

ൌ 2ିଵ ቀcos
ଵ

ଶ
ቁߨ

ଶ
ቀcos

ଷ

ଶ
ቁߨ

ଶ
⋯ቀcos

ିଶ

ଶ
ቁߨ

ଶ
              A1 

So   ቀcos
గ

ଶ
ቁ
ଶ
ቀcos

ଷగ

ଶ
ቁ
ଶ
ቀcos

ହగ

ଶ
	ቁ
ଶ
⋯ ቀcos

ሺିଶሻగ

ଶ
ቁ
ଶ
ൌ ݊. 2ିሺିଵሻ       (*) A1  (8) 

 

 

 

   



5.   (i)  ݍܰ ൌ ିଵܰݍݍ ൌ     E1 

   ିଵܰݍ  divides   ,are coprime  ݍ and   ିଵܰ  and asݍݍ  divides    , so  divides   E1 

Repeating this argument,    divides  ݍିଶܰ  , etc.  so ,   divides  ܰ  . E1  Letting  ܰ ൌ   ଵ, we haveܳ
ଵܳݍ ൌ ܳଵݍ    and so ൌ ିଵ.  E1 The previous argument yields  ܳଵ ൌ ܰ  ଶ etc. soܳ ൌ   ܳ
or in in other words  ܰ ൌ  .  as required݇ E1     (5) 

So as   ݍܰ ൌ ݇ݍ                 ,   ൌ ݇ݍ   ,  that is ൌ 1  and as ݍ  and  ݇  are positive integers 
they  must both be  1 .    E1  

Thus if  √ܰ
 ൌ




  where   and ݍ  are coprime,  i.e. if it is rational, it can be written in lowest terms,  

then  ݍܰ ൌ ݍ    and so ൌ 1 and thus   √ܰ


  is an integer.  E1  Otherwise, √ܰ


  cannot be written 

as  



 with  and ݍ  are coprime, that is, it is irrational.  E1          (3) 

(ii)  As  ܽ and ܾ  are coprime, and  ܾ  divides  ܽ݀ , by the same reasoning used in part (i),  ܾ  
divides  ݀.  So  ݀ ൌ ܾ݇, for some integer  ݇ .  E1 

As   ܽ݀ ൌ ܾܿ  ,  ܾܽ݇ ൌ ܾܿ  , so  ܽ݇ ൌ ܿ.  E1 

 As  ܿ and ݀  are coprime, and  ܿ  divides  ܽ݀ , by the same reasoning used in part (i),  ܿ  divides  
ܽ.  So  ܽ ൌ ݇′ܿ, for some integer  ݇′ , E1 so  ݇′ܿ݇ ൌ ܿ , E1 and thus  ݇′݇ ൌ 1 , i.e.  ݇ ൌ ݇ᇱ ൌ 1 , 
and so  ݀ ൌ ܾ .  E1            (5) 

If     is a prime factor of  ݀ , then    divides  ݀ , so   divides  ܾ.  E1   ܾ ൌ ܾܾିଵ  so if   does not 
divide  ܾ ,   divides  ܾିଵ by assumed result, and repetition of this argument leads to a 

contradiction.  So   is a prime factor of  ܾ .  E1          (2) 

If    is the highest power of    that divides  ݀ , then    is the highest power of    that divides  
݀  .  Similarly,    is the highest power of    that divides  ܾ  .  E1 Thus as  ݀ ൌ ܾ ,  ܾ݉ ൌ ݊ܽ , 

and so  ܾ ൌ



 . B1 

    divides  divides  ܾ , so



 , so   divides  ݊ܽ .  But ܽ and ܾ  are coprime  so    divides  ݊  and 

thus    ݊ .  E1 As  ݕ௫  ݕ for  ݔ  2  if  ݔ  0 , then   ൌ 1 .  Thus  ܾ  is only divisible by  1  so  
ܾ ൌ 1 .  E1 

ܽ݀ ൌ ܾܿ 	⇒ 	
ೌ

ೌ
ൌ 	

್

ௗ್
	⇒ ቀ


ቁ
ೌ
್ ൌ 	



ௗ
   Thus if  ݎ  is a positive rational  




 , such that  ݎ ൌ



ௗ
  is 

rational then  ܾ ൌ 1 so  ݎ  is a positive integer.  E1          (5) 



6.    

 

 

          B1 

ܤܣ  ܣܱ    ܤܱ (Triangle inequality)  B1 

ݖ| െ |ݓ  |ݖ|    |ݓ|   (*) B1          (3) 

 

(i)  ݖ| െ ଶ|ݓ ൌ ሺݖ െ ݖሻሺݓ െ ∗ሻݓ ൌ ሺݖ െ ∗ݖሻሺݓ െ  ሻ∗ݓ M1 use of conjugate & algebra of it 

ൌ ∗ݖݖ െ ∗ݖݓ െ ∗ݓݖ  ∗ݓݓ ൌ ଶ|ݖ|  ଶ|ݓ| െ ሺܧ െ   ሻ|ݓݖ|2 M1 algebra and substitution 

ൌ ଶ|ݖ|  ଶ|ݓ|  |ݓݖ|2 െ ܧ ൌ ሺ|ݖ|  ሻଶ|ݓ| െ    ܧ   (*) A1 

ݖ| െ |ݖ|ଶ  is real, ሺ|ݓ   .is real ܧ ሻଶ  is real, so|ݓ|   E1 

As  |ݖ െ |ݓ  |ݖ|  ݖ|  ,|ݓ| െ ଶ|ݓ  ሺ|ݖ|  ܧ ሻଶ , so|ݓ| ൌ ሺ|ݖ|  ሻଶ|ݓ| െ ݖ| െ ଶ|ݓ  0  as required.  

E1 (5) 

(ii)  |1 െ ଶ|∗ݓݖ ൌ ሺ1 െ ሻሺ1∗ݓݖ െ ∗ሻ∗ݓݖ ൌ ሺ1 െ ሻሺ1∗ݓݖ െ  ሻݓ∗ݖ M1 as before 

ൌ 1 െ ∗ݓݖ െ ݓ∗ݖ  ∗ݓݓ∗ݖݖ ൌ 1  ଶ|ݓ|ଶ|ݖ| െ ሺܧ െ   ሻ|ݓݖ|2   M1 as before 

ൌ 1  |ݓݖ|2  ଶ|ݓݖ| െ ܧ ൌ ሺ1  ሻଶ|ݓݖ| െ   ܧ       (*) A1  (3) 

 

As  ܧ  |ݖ|  ,  0  1 , and  |ݓ|  ሺ1ܧ  , 1 െ ଶሻሺ1|ݖ| െ ଶሻ|ݓ|  0   M1 

Thus  ܧሺ1  |ݓݖ|2  ଶ|ݓݖ| െ ଶ|ݖ| െ |ݓݖ|2 െ ଶሻ|ݓ|  0    M1 

Therefore  ܧሺሺ1  ሻଶ|ݓ||ݖ| െ ሺ|ݖ|  ሻଶሻ|ݓ|  0       M1 

Hence  െܧሺ|ݖ|  ሻଶ|ݓ|  െܧሺ1   ,  ሻଶ|ݓ||ݖ|       M1 

and so  ሺ1  |ݖ|ሻଶሺ|ݓݖ|  ሻଶ|ݓ| െ |ݖ|ሺܧ  ሻଶ|ݓ|  ሺ1  |ݖ|ሻଶሺ|ݓݖ|  ሻଶ|ݓ| െ ሺ1ܧ   ሻଶ  M1|ݓ||ݖ|

and  
ሺ|௭|ା|௪|ሻమ

ሺଵା|௭||௪|ሻమ


ሺ|௭|ା|௪|ሻమିா	

ሺଵା|௭௪|ሻమିா
ൌ

|௭ି௪|మ

|ଵି௭௪∗|మ
         A1 

As all terms are squares of positive expressions, we can square root, to give  
|௭ି௪|

|ଵି௭௪∗|


ሺ|௭|ା|௪|ሻ

ሺଵା|௭||௪|ሻ
  as 

required.      E1 

As   |ݖ|  1 , and  |ݓ|  |∗ݓݖ| , 1  1, and so 1 െ ∗ݓݖ ് 0 so the division is permissible. E1 

The working follows identically if |ݖ| ൏ 1 , and  |ݓ| ൏ 1      E1 (9) 

z‐w

z 

O 

w 

B

A 



The working for the last part (apart from final mark) may be in reverse order with ⟺ signs used.  If 

so, check carefully that the two E marks are earned and that any implication really is two way. 

 

 

   



7.  (i)  ሻݔሺܧ ൌ ቀௗ௬
ௗ௫
ቁ
ଶ


ଵ

ଶ
 ସݕ	

ௗா

ௗ௫
ൌ 2	

ௗ௬

ௗ௫
	
ௗమ௬

ௗ௫మ
 ଷݕ	2

ௗ௬

ௗ௫
         M1 

ൌ 2	
ௗ௬

ௗ௫
	ቀ
ௗమ௬

ௗ௫మ
	ݕଷቁ ൌ 0     A1 (for all x, not just for  ݔ ൌ 0 ) 

Thus  ܧሺݔሻ is constant, and as  ݕ ൌ 1 and   
ௗ௬

ௗ௫
ൌ 0 , when  ݔ ൌ ሻݔሺܧ , 0 ൌ 	

ଵ

ଶ
  A1 

As  ܧሺݔሻ ൌ ቀௗ௬
ௗ௫
ቁ
ଶ


ଵ

ଶ
 , ସݕ	

ଵ

ଶ
ସݕ	 ൌ ሻݔሺܧ	 െ	ቀ

ௗ௬

ௗ௫
ቁ
ଶ
ൌ 	

ଵ

ଶ
െ	ቀ

ௗ௬

ௗ௫
ቁ
ଶ
 	

ଵ

ଶ
	    M1 

Thus  ݕସ 	 1   and so  |ݕሺݔሻ| 	 1        (*) A1  (5) 

(ii)  ሻݔሺܧ ൌ ቀௗ௩
ௗ௫
ቁ
ଶ
 2	 cosh  ݒ

ௗா

ௗ௫
ൌ 2	

ௗ௩

ௗ௫
	
ௗమ௩

ௗ௫మ
 2	 sinh ݒ 	

ௗ௩

ௗ௫
ൌ 	2	

ௗ௩

ௗ௫
	ቀ
ௗమ௩

ௗ௫మ
	sinh ቁݒ ൌ 2	

ௗ௩

ௗ௫
	ቀെݔ

ௗ௩

ௗ௫
ቁ ൌ 	െ2ݔ	 ቀ

ௗ௩

ௗ௫
ቁ
ଶ
	 M1 A1 

Thus  
ௗா

ௗ௫
	 0 for ݔ  0          (*) A1 

As  ݒ ൌ ln 3 and   
ௗ௩

ௗ௫
ൌ 0 , when  ݔ ൌ ሻݔሺܧ , 0 ൌ 	0  2	

ଷା	ଵ ଷൗ

ଶ
ൌ 	

ଵ

ଷ
  when  ݔ ൌ 0 .     B1 

So as  
ௗா

ௗ௫
	 0 for  ሻݔሺܧ  , 0 ൌ ቀௗ௩

ௗ௫
ቁ
ଶ
 2	 cosh ݒ 	 	

ଵ

ଷ
	 for ݔ  0 .      B1 

Thus  2	 cosh ݒ 	 	
ଵ

ଷ
െ	ቀ

ௗ௩

ௗ௫
ቁ
ଶ
 		

ଵ

ଷ
	 for  0 , and so cosh ሻݔሺݒ 	 	

ହ

ଷ
  for ݔ  0 .  (*) B1 (6) 

(iii)  Let  ܧሺݔሻ ൌ ቀௗ௪
ௗ௫
ቁ
ଶ
 2	ሺݓ sinhݓ  coshݓሻ      B1 + B1 

ௗா

ௗ௫
ൌ 	2	

ௗ௪

ௗ௫
	
ௗమ௪

ௗ௫మ
 2	ሺݓ coshݓ  2 sinhݓሻ	

ௗ௪

ௗ௫
ൌ 2	

ௗ௪

ௗ௫
	ቀ
ௗమ௪

ௗ௫మ
 ݓ coshݓ  2 sinhݓቁ  

So  
ௗா

ௗ௫
	ൌ 2	

ௗ௪

ௗ௫
	ቀെሺ5 cosh ݔ െ 4 sinh ݔ െ 3ሻ

ௗ௪

ௗ௫
ቁ ൌ െ2 ቀ

ௗ௪

ௗ௫
ቁ
ଶ
ሺ5 cosh ݔ െ 4 sinh ݔ െ 3ሻ M1 A1 

5 cosh ݔ െ 4 sinh ݔ െ 3 ൌ 5	
ೣା	షೣ

ଶ
െ 4

ೣି	షೣ

ଶ
െ 3 ൌ

	షೣ

ଶ
	ሺ݁ଶ௫ െ 6݁௫  9ሻ ൌ

	షೣ

ଶ
	ሺ݁௫ െ 3ሻଶ	 M1 

Thus   
ௗா

ௗ௫
	 0 for ݔ  0         A1 

As  ݓ ൌ 0 and   
ௗ௪

ௗ௫
ൌ

ଵ

√ଶ
 , when  ݔ ൌ ሻݔሺܧ , 0 ൌ 	

ଵ

ଶ
 2 ൌ 	

ହ

ଶ
  when  ݔ ൌ 0 .  B1 

So  ቀ
ௗ௪

ௗ௫
ቁ
ଶ
 2	ሺݓ sinhݓ  coshݓሻ  		

ହ

ଶ
		 for  0 . 

Thus  2coshݓ 	 	
ହ

ଶ
	െ	ቀ

ௗ௪

ௗ௫
ቁ
ଶ
െ ݓ2 sinhݓ		 for  0 .      B1 

But  ቀ
ௗ௪

ௗ௫
ቁ
ଶ
 	0  and  ݓ sinhݓ  0  so  2coshݓ 	 	

ହ

ଶ
  , i.e.  coshݓ 	 	

ହ

ସ
  		 for  ݔ  0 .  E1 (9) 



 

 

8.  ∑ ݁ଶሺఈାగ ⁄ ሻ ൌ ݁ଶఈ൫1  ݁ଶగ ⁄  ݁ସగ ⁄  ⋯ ݁ଶሺିଵሻగ ⁄ ൯ିଵ
ୀ     B1 

ൌ ߙ2݅݁ ቀ 1െ݁2݅ߨ

1െ݁2݅ߨ ݊⁄ ቁ ൌ 0  as the denominator  ് 0 

M1 A1 (GP formula)        A1 (for 0)    E1 (justification of denominator)    (5) 

 

݀ ൌ ݎ cos ߠ  ݏ  so   ݏ ൌ ݀ െ ݎ cos  ߠ M1 A1 (may legitimately write straight down)  (2) 

Thus  ݎ ൌ ݏ݇ ൌ ݇ሺ݀ െ ݎ cos  ሻߠ   M1 

So  ݎ ൌ
ௗ

ଵା ୡ୭ୱఏ
        M1 A1 

݈ ൌ 	
ௗ

ଵା ୡ୭ୱఏ


ௗ

ଵା ୡ୭ୱሺఏାగሻ
   where  ߠ ൌ ߙ  ሺ݆ െ 1ሻ ߨ ݊⁄  , ݆ ൌ 1,… , ݊   M1 

So   ݈ ൌ 	
ௗ

ଵା ୡ୭ୱఏ


ௗ

ଵି ୡ୭ୱఏ
ൌ 	

ௗሺଵି ୡ୭ୱఏାଵା ୡ୭ୱఏሻ

ሺଵା ୡ୭ୱఏሻሺଵି ୡ୭ୱఏሻ
ൌ

ଶௗ

ଵିమ ୡ୭ୱమ ఏ
    M1 A1 

           B1                  (7) 

 

Thus  ∑
ଵ

	ೕ
ൌ

ୀଵ ∑ ଵିమ ୡ୭ୱమሺఈାሺିଵሻగ ⁄ ሻ

ଶௗ

ୀଵ ൌ

ଵ

ଶௗ
	ቀ݊ െ

మ

ଶ
	∑ ሺcos 2ሺߙ  ݆ ߨ ݊⁄ ሻ  1ሻିଵ

ୀ ቁ 

      M1             B1      M1 A1 

ൌ
ଵ

ଶௗ
ቀ݊ െ

మ

ଶ
݊ െ

మ

ଶ
	ܴ݁ ∑ ݁ଶሺఈାగ ⁄ ሻିଵ

ୀ ቁ     M1 

ൌ
൫ଶିమ൯

ସௗ
   as required.        (*) A1          (6) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



9.    ܸ ൌ  ሺܴଶߨ െ ݐଶሻ݀ݐ ൌ ߨ ቂܴଶݐ െ
௧య

ଷ
ቃ
௫

ோோ
௫  

          M1 A1    A1 

ൌ ߨ ቀ
ଶோయ

ଷ
െ	ܴଶݔ 

௫య

ଷ
ቁ 	ൌ

గ

ଷ
ሺ2ܴଷ െ	3ܴଶݔ    ଷሻݔ (*) A1 (4) 

ସ

ଷ
ሷ	ݔ	௦ߩ	ଷܴ	ߨ	 ൌ 	

గ

ଷ
ሺ2ܴଷ െ	3ܴଶݔ  ݃ߩଷሻݔ െ

ସ

ଷ
 ௦݃      M1 (must have all three terms) A2 (A1 ifߩ	ଷܴ	ߨ	

one error) 

 

So   4	ܴଷ	ߩ௦ሺݔሷ  ݃ሻ ൌ ሺ2ܴଷ െ	3ܴଶݔ   ݃ߩଷሻݔ   (*) A1 (4) 

 

If  ݔ ൌ
ଵ

ଶ
ሷݔ , ܴ ൌ 0 ,  M1  so  4	ܴଷ	ߩ௦ ൌ 	 ቀ2ܴଷ െ	

ଷ

ଶ
ܴଷ 

ோయ

଼
ቁ ߩ ൌ 	

ହோయ

଼
 A1  ߩ

and so  ߩ௦ ൌ 	
ହ

ଷଶ
 ߩ	 A1        (3) 

Let  ݔ ൌ
ଵ

ଶ
ܴ   , ݕ M1 

then   
ହ

଼
	ܴଷ	ሺݕሷ  ݃ሻ ൌ ൬2ܴଷ െ	3ܴଶ ቀ

ଵ

ଶ
ܴ  ቁݕ  ቀଵ

ଶ
ܴ  ቁݕ

ଷ
൰ ݃    M1 A1 

Thus  
ହ

଼
	ܴଷ	ݕ	ሷ ൌ ݃ ቀ2ܴଷ െ	

ଷ

ଶ
ܴଷ െ 3ܴଶݕ 

ଵ

଼
ܴଷ 

ଷ

ସ
	ܴଶݕ 

ଷ

ଶ
ଶݕܴ	  ଷݕ െ

ହ

଼
	ܴଷ		ቁ  M1 A1 

ହ

଼
	ܴଷ	ݕ	ሷ ൌ ݃ ቀെ

ଽ

ସ
ܴଶݕ 

ଷ

ଶ
ଶݕܴ	    ଷቁݕ   A1 ft but must have no constant term 

So for small ݕ  ,ݕሷ ൎ െ
ଵ଼

ହோ
  ݕ	     A1 ft (from previous line)       

and so the period of small oscillations  ߬ ൌ ටߨ2
ହோ

ଵ଼
ൌ

గ

ଷ
ට
ଵோ


    M1 A1  (9) 



10.  By the parallel axes rule,     M1 

the moment of inertia about P is  
ଵ

ଷ
ଶܽܯ	  ଶݔܯ ൌ

ଵ

ଷ
ሺܽଶܯ	    ଶሻݔ3  (*) 

          A1    A1        (3) 

or alternatively, by the parallel axes rule,   M1  the moment of inertia about P is 

  
ସ

ଷ
ଶܽܯ	 െܽܯଶ  ଶݔܯ ൌ

ଵ

ଷ
ሺܽଶܯ	    ଶሻݔ3 (*) 

  A1      A1 

 

or alternatively, by integration, the moment of inertia about P is 


ெ

ଶ

ା௫
ିା௫ ݑଶ݀ݑ ൌ

ெ

ଶ
	ቂ
௨య

ଷ
ቃ
ିା௫

ା௫
ൌ

ெ


	ሺሺܽ  ሻଷݔ െ ሺെܽ   ሻଷሻݔ     M1A1 

ൌ	
ெ


	ሺܽଷ  3ܽଶݔ  ଶݔ3ܽ  ଷݔ  ܽଷ െ 3ܽଶݔ  ଶݔ3ܽ െ ଷሻݔ ൌ

ଵ

ଷ
ሺܽଶܯ	   ଶሻݔ3   A1 

or alternatively, by treating at two rods of length  ܽ െ ܽ  and  ݔ   , ݔ

1
3
	
ܽ െ ݔ
2ܽ

ሺܽܯ െ ሻଶݔ 
1
3
	
ܽ െ ݔ
2ܽ

ሺܽܯ െ ሻଶݔ ൌ
1
3
ሺܽଶܯ	   ଶሻݔ3

        M1 A1          A1 

Conserving angular momentum about P, 

ሺܽݑ݉  ሻݔ ൌ ሺܽݒ݉  ሻݔ 
ଵ

ଷ
ሺܽଶܯ	   ଶሻ߱ݔ3   M1 A1 A1 A1 

where  ݒ  is the velocity of the particle after impact, and  ߱  is the angular velocity of the beam after 

the impact. 

By Newton’s experimental law of impact  ሺܽ  ሻ߱ݔ െ ݒ ൌ  ݑ݁ M1 A1 

So substituting for  ݒ  in the angular momentum equation,  M1 

ሺܽݑ݉  ሻݔ ൌ ݉൫ሺܽ  ሻ߱ݔ െ ൯ሺܽݑ݁  ሻݔ 
ଵ

ଷ
ሺܽଶܯ	   ଶሻ߱ݔ3   A1 

Thus  	

ሺܽݑ݉  ሻሺ1ݔ  ݁ሻ ൌ ቆ݉ሺܽ  ሻଶݔ 
1
3
ሺܽଶܯ	   ଶሻቇ߱ݔ3

and so  

߱ ൌ
ሺܽݑ3݉  ሻሺ1ݔ  ݁ሻ

ሺܽଶܯ	  ଶሻݔ3  3݉ሺܽ  ሻଶݔ
 

                (*) A1    (9) 



If  ݉ ൌ 	  , ܯ2

߱ ൌ
ሺܽݑ6  ሻሺ1ݔ  ݁ሻ

	ሺܽଶ  ଶሻݔ3  6ሺܽ  ሻଶݔ
 

                  B1 

 

݀߱
ݔ݀

ൌ
ሺ1ݑ6  ݁ሻ

ሺ	ሺܽଶ  ଶሻݔ3  6ሺܽ  ሻଶሻଶݔ
ቀ൫ሺܽଶ  ଶሻݔ3  6ሺܽ  ሻଶ൯ݔ െ ሺܽ  ݔሻ൫6ݔ  12ሺܽ   ሻ൯ቁݔ

                  M1 A1 

For maximum  ߱ , 
ௗఠ

ௗ௫
ൌ 0            M1 

So  ൫ሺܽଶ  ଶሻݔ3  6ሺܽ  ሻଶ൯ݔ െ ሺܽ  ݔሻ൫6ݔ  12ሺܽ  ሻ൯ݔ ൌ 0 

 

Thus  ൫ሺܽଶ  ଶሻݔ3  6ሺܽ  ሻଶݔ െ 12ሺܽ  ሻଶݔ െ ሺܽݔ6  ሻ൯ݔ ൌ 0 

That is  ሺܽଶ  ଶሻݔ3 െ 6ሺܽ  ሻሺܽݔ  ሻݔ2 ൌ 0 

5ܽଶ  ݔ18ܽ  ଶݔ9 ൌ 0	 ⇔ ሺܽ  ሻሺ5ܽݔ3  ሻݔ3 ൌ 0  

So  ݔ ൌ െ
ଵ

ଷ
	ܽ  or  ݔ ൌ െ

ହ

ଷ
	ܽ            A1 (any correct quadratic 

solution method may have been used) 

As  െܽ  ݔ  ݔ  , ܽ ൌ െ
ହ

ଷ
	ܽ  is not a feasible solution. 

As  

݀߱
ݔ݀

ൌ
െ6ݑሺ1  ݁ሻ

ሺ	ሺܽଶ  ଶሻݔ3  6ሺܽ  ሻଶሻଶݔ
ሺܽ  ሻሺ5ܽݔ3   ሻݔ3

For  ݔ ൏ െ
ହ

ଷ
	ܽ ,  

ௗఠ

ௗ௫
	൏ 0 , for  െ

ହ

ଷ
	ܽ	 ൏ ݔ ൏ െ

ଵ

ଷ
	ܽ , 

ௗఠ

ௗ௫
	 0  , and for  ݔ  െ

ଵ

ଷ
	ܽ  , 

ௗఠ

ௗ௫
	൏ 0  , 

so the maximum  ߱  occurs for  ݔ ൌ െ
ଵ

ଷ
	ܽ        E1 

and is   

߱ ൌ
ݑ6 ቀܽ  െ

1
3 	ܽቁ ሺ1  ݁ሻ

	ቆܽଶ  3 ቀെ13 	ܽቁ
ଶ
ቇ  6 ቀܽ  െ13 	ܽቁ

ଶ ൌ
ݑ6 ൈ

2
3 	ܽ ൈ ሺ1  ݁ሻ

4
3 ܽ

ଶ  6 ൈ 4
9ܽ

ଶ
ൌ
ሺ1ܽݑ4  ݁ሻ

4ܽଶ
ൌ ݑ ሺ1  ݁ሻ ܽ⁄  

                M1 (*) A1  (8) 



11.  The distance of the centre of the equilateral triangle from a vertex is  
ଶ

ଷ
	√3ܽ sin

గ

ଷ
ൌ ܽ  B1 

So the extended length of each spring is  


ୡ୭ୱఏ
    M1 A1 

Thus the tension in each spring is  ݇݉݃
ቀ

ೌ
ౙ౩ഇ

ିቁ


ൌ

ሺଵିୡ୭ୱఏሻ

ୡ୭ୱఏ
    (*) M1 A1  (5) 

Resolving vertically  3ܶ sin ߠ ൌ 3݉݃  so  ܶ sin ߠ ൌ ݉݃      M1 A1 

Thus  
ሺଵିୡ୭ୱఏሻ

ୡ୭ୱఏ
sin ߠ ൌ ݉݃   M1 A 1  and so  ݇ ൌ

ୡ୭ୱఏ

ሺଵିୡ୭ୱఏሻ ୱ୧୬ఏ
  B1 

If  ߠ ൌ
గ


   ,  ݇ ൌ √ଷ ଶ⁄

൫ଵି√ଷ ଶ⁄ ൯ଵ ଶ⁄
ൌ

ଶ√ଷ

ଶି√ଷ
ൌ

ଶ√ଷ

ଶି√ଷ
ൈ

ଶା√ଷ

ଶା√ଷ
ൌ 4√3  6    (*)  M1 A1  (7) 

Taking the point of suspension as the zero level for potential energy, 

when  ߠ ൌ
గ

ଷ
 , gravitational potential energy is  െ3݉݃ܽ tan

గ

ଷ
 

and  when  ߠ ൌ
గ


 , gravitational potential energy is  െ3݉݃ܽ tan

గ


  B1 (both terms correct 

relative to chosen zero level) 

When  ߠ ൌ
గ

ଷ
 , elastic potential energy is  

ଷ

ଶ
݇݉݃

ቆ
ೌ

ౙ౩
ഏ
య
ିቇ

మ


ൌ

ଷ

ଶ
݇݉݃ܽ ൬

ଵ

ୡ୭ୱ
ഏ
య

െ 1൰
ଶ
 

and when ߠ ൌ
గ


 , elastic potential energy is  

ଷ

ଶ
݇݉݃ܽ ൬

ଵ

ୡ୭ୱ
ഏ
ల

െ 1൰
ଶ
  B1 (at least one correct or 

one third of these for one spring) 

Therefore, conserving energy, M1 

  െ3݉݃ܽ√3 
ଷ

ଶ
݇݉݃ܽ ൌ െ3݉݃ܽ

ଵ

√ଷ


ଷ

ଶ
݇݉݃ܽ ቀ

ଶ

√ଷ
െ 1ቁ

ଶ


ଷ

ଶ
	ܸ݉ଶ  A1 (surds)  A1 (completely 

correct) 

So  ܸଶ ൌ െ2√3ܽ݃  ൫4√3  6൯ܽ݃ 
ଶ

√ଷ
ܽ݃ െ ൫4√3  6൯ ቀ

ଶ

√ଷ
െ 1ቁ

ଶ
ܽ݃ M1 A1 ft 

ൌ ܽ݃ ൬െ2√3  4√3  6 
ଶ

√ଷ
െ ൫4√3  6൯ ቀ

ସ

ଷ
െ

ସ

√ଷ
 1ቁ൰  

ൌ ܽ݃ ቀെ2√3  6 
ଶ

√ଷ
െ

ଵ√ଷ

ଷ
 16 െ 4√3 െ 8 

ଶସ

√ଷ
െ 6ቁ  

ൌ ܽ݃ ቀ8 
ସ√ଷ

ଷ
ቁ ൌ

ସ൫ା√ଷ൯

ଷ
     (*) A1        (8) 

 

 

 



 

 

 

12.  (i)   ܲሺ ଵܺ ൌ 1ሻ ൌ



        B1 

The total number of arrangements of the As and Bs is  
!

!!
    B1 

The number of arrangements with a B in the ሺ݇ െ 1ሻ  th place and an A in the ݇ th place is 
ሺିଶሻ!

ሺିଵሻ!ሺିଵሻ!
              B1 

So  ܲሺܺ ൌ 1ሻ ൌ
ሺିଶሻ!

ሺିଵሻ!ሺିଵሻ!
	
!

!!
ൗ ൌ



ሺିଵሻ
  for  2  ݇  ݊  B1 

ሺܧ ܺሻ ൌ 0 ൈ ቀ1 െ



ቁ  1 ൈ




ൌ




   if  ݅ ൌ 1      B1 

and  ܧሺ ܺሻ ൌ 0 ൈ ቀ1 െ


ሺିଵሻ
ቁ  1 ൈ



ሺିଵሻ
ൌ



ሺିଵሻ
  if  ݅ ് 1    B1   

ሺܵሻܧ ൌ ∑ሺܧ ܺ

ୀଵ ሻ ൌ




 ሺ݊ െ 1ሻ



ሺିଵሻ
ൌ









ൌ

ሺାଵሻ


     (*) B1  (7) 

(ii)  a)   ଵܺ ܺ ൌ 1  only if the first letter is an A, the ሺ݆ െ 1ሻ th letter is a B, and the ݆ th letter is an A.

                    E1 

This has probability  
ሺିଷሻ!

ሺିଶሻ!ሺିଵሻ!
	
!

!!
ൗ ൌ

ሺିଵሻ

ሺିଵሻሺିଶሻ
        B1 

So  ܧ൫ ଵܺ ܺ൯ ൌ 0 ൈ ቀ1 െ
ሺିଵሻ

ሺିଵሻሺିଶሻ
ቁ  1 ൈ

ሺିଵሻ

ሺିଵሻሺିଶሻ
ൌ

ሺିଵሻ

ሺିଵሻሺିଶሻ
    (*) B1    (3) 

b)   ܺ ܺ ൌ 1  only if the ሺ݅ െ 1ሻ th letter is a B, and the ݅ th letter is an A, the ሺ݆ െ 1ሻ th letter is a B, 

and the ݆ th letter is an A.              E1 

This has probability  
ሺିସሻ!

ሺିଶሻ!ሺିଶሻ!
	
!

!!
ൗ ൌ

ሺିଵሻሺିଵሻ

ሺିଵሻሺିଶሻሺିଷሻ
       B1 

So  ܧ൫ ܺ ܺ൯ ൌ
ሺିଵሻሺିଵሻ

ሺିଵሻሺିଶሻሺିଷሻ
  , and thus  ∑ ൫ܧ ܺ ܺ൯


ୀାଶ ൌ ሺ݊ െ ݅ െ 1ሻ

ሺିଵሻሺିଵሻ

ሺିଵሻሺିଶሻሺିଷሻ
  B1 

and so  	∑ ൫∑ ൫ܧ ܺ ܺ൯

ୀାଶ ൯ିଶ

ୀଶ ൌ ∑ ቆሺ݊ െ ݅ െ 1ሻ
ሺିଵሻሺିଵሻ

ሺିଵሻሺିଶሻሺିଷሻ
ቇିଶ

ୀଶ     B1 

ൌ
ሺିଵሻሺିଵሻ

ሺିଵሻሺିଶሻሺିଷሻ
∑ ሺ݊ െ ݅ െ 1ሻିଶ
ୀଶ ൌ

ሺିଵሻሺିଵሻ

ሺିଵሻሺିଶሻሺିଷሻ

ሺିଷሻሺିଶሻ

ଶ
  

ൌ
ሺିଵሻሺିଵሻ

ଶሺିଵሻ
     (*) B1    (5) 

c)  ܵଶ ൌ ∑ ܺ
ଶ

ୀଵ  ∑ ∑ 2 ܺ

ୀାଵ ܺ

ିଵ
ୀଵ    B1 

So  ܧሺܵଶሻ ൌ



 ሺ݊ െ 1ሻ



ሺିଵሻ
 2ሺ݊ െ 2ሻ

ሺିଵሻ

ሺିଵሻሺିଶሻ
 2

ሺିଵሻሺିଵሻ

ଶሺିଵሻ
 



ൌ
ሺାଵሻ




ଶሺିଵሻାሺିଵሻሺିଵሻ

ሺିଵሻ
ൌ

ሺାଵሻ




ሺିଵሻሺାଵሻ

ሺିଵሻ
  B1 

Thus  ܸܽݎሺܵሻ ൌ
ሺାଵሻ




ሺିଵሻሺାଵሻ

ሺିଵሻ
െ

మሺାଵሻమ

మ
ൌ

ሺାଵሻ൫ିሺାଵሻ൯

మ


ሺିଵሻሺାଵሻ

ሺିଵሻ
  M1 A1 

ൌ
ܽሺܾ  1ሻሺܽ  ܾ െ ܾܽ െ ܽሻ

݊ଶ

ܽሺܽ െ 1ሻܾሺܾ  1ሻ

݊ሺ݊ െ 1ሻ
ൌ
ܽሺܾ  1ሻܾሺ1 െ ܽሻ

݊ଶ

ܽሺܽ െ 1ሻܾሺܾ  1ሻ

݊ሺ݊ െ 1ሻ
 

ൌ
ሺିଵሻሺାଵሻ൫ିሺିଵሻ൯

మሺିଵሻ
ൌ

ሺିଵሻሺାଵሻ

మሺିଵሻ
    (*) A1        (5) 

 

Many of the marks can be implied by later correct expressions, but beware ‘reasoned methods’ that 

arise from working round the given answers. 

 



 13.   a)  (i)  0  ݂ሺݔሻ   and so  ܯ

 0
௫
 ݐ݀   ݂ሺݐሻ

௫
 ݐ݀   ܯ

௫
   ݐ݀   M1 

Thus  0  ሾܨሺݐሻሿ
௫  ሾݐܯሿ

௫      M1 

and so  0  ሻݔሺܨ െ ሺ0ሻܨ  that is  0 ,  ݔܯ  ሻݔሺܨ   ݔܯ   (*) A1  (3) 

(ii)  

න2݃ሺݔሻ

ଵ



ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔሺܨ ൌ ቂ݃ሺݔሻ൫ܨሺݔሻ൯
ଶ
ቃ


ଵ
െ න݃′ሺݔሻ

ଵ



൫ܨሺݔሻ൯
ଶ
 ݔ݀

integrating by parts   ݑ ൌ ݃ሺݔሻ ,  ݑᇱ ൌ ݃′ሺݔሻ ,  ݒᇱ ൌ ݒ  , ሻݔሻ݂ሺݔሺܨ2 ൌ ൫ܨሺݔሻ൯
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which is the required result.           (*) A1    (5) 

b) (i)  As  ݇ܨሺݕሻ݂ሺݕሻ is a probability density function, 
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